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1 Quatre dades biografiques

Mikhail Leonidovitx Gromov, inqlUiestionablement un dels gedmetres més ge-
nials dels darrers cinquanta anys, va néixer el 23 de desembre de 1943 a
Boksitogorsk, a uns 300 km de Sant Petersburg. Va ser estudiant de doctorat
de Vladimir Rokhlin a la Universitat de Sant Petersburg entre els anys 1969
i 1973. Des de 1982 és professor permanent a I'lHES (Franga).

Fou conferenciant convidat a quatre edicions de I'lCM: Ni¢a (1970), Helsinki
(1978), Varsovia (1982) i Berkeley (1986). Ha rebut un gran nombre de premis,
entre els quals el premi Nemmers de Matematiques (2004), el premi Kyoto de
Ciéncies Matematiques (2002), el premi Balzan de Matematiques (1999) i el
premi Leroy P. Steele (1997). Recentment li ha estat concedit el premi Abel 2009.

Aquest article és una versio editada de les notes d’una conferéncia que va
impartir I'autor al Colloqui de la Facultat de Matematiques de la UB, el 20 de
maig de 2009, en ocasio6 de la concessio del premi Abel a Gromov. Es obvi que
no tenim la més minima pretensio de fer un repas dels resultats (ni tan sols
dels més rellevants) de Gromov. Ens hem limitat a fer una tria de tres temes
en els quals Gromov ha fet contribucions transcendents: geometria sistolica,
grups de creixement polinomial i geometria simpléctica, i dins d’aquests temes

= Aguest text és una versi6 editada de les notes d’un colloqui impartit per I'autor a la Facul-
tat de Matematiques de la Universitat de Barcelona el 20 de maig de 2009, amb motiu de la
concessio del premi Abel 2009 a M. L. Gromov.
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hem triat uns quants resultats, amb la limitaci6é d’haver d’exposar-los en una
xerrada d’una hora. Si amb la lectura d’aquest article aconseguim despertar al
lector ganes d’explorar la meravellosa obra de Gromov, ens sentirem plenament
satisfets.

En els darrers anys han aparegut molts articles que fan un repas d’algunes
de les matematiques creades per Gromov. D’entre ells aconsellem al lector
[1, 8].

2 Desigualtats sistoliques

Sigui (M, g) una varietat riemanniana. Es defineix la sistole de M com
sys(M, g) ;= inf{longy | y Ml llag homotopicament no trivial}.

Aguesta terminologia va ser introduida per Berger. La paraula sistole proveé
del grec systellein, que vol dir ‘contraure’. Es d’as coma a la cardiologia: sistole
i diastole son la contracci6 de I'’expansi6 a cada batec del cor.

El resultat seglient va ser demostrat per Loewner els anys trenta. La demos-
tracié és molt bonica i senzilla, i no ens en podem estar de donar-la.

1 Teorema (Loewner) Sigui (T,g) un tor amb una meétrica g qualsevol. Se
satisfa: v

N 3
Area(T,g) = > sys(T,g)?.

Prova Si g és una meétrica plana, podem identificar (T,g) = R?/A, on A CRF
és un reticle. Aleshores
sys(T,g) = inf |A|
A CAY{0}

Sigui A [Alun vector tal que |\] = sys(T, ), i sigui r [CRF la recta generada
per A. Sigui rP# 0 una recta parallela a r que contingui elements de A i
que estigui a Ja minima distancia possible de r. Es comprova facilment que
d(r,r5=|A| 3/2,ique A admet com a domini fonamental un parallelogram
P amb costats de longitud |A| ar i r®Com que

L . 1
Area(T,g) = Area(P) = |A\|® 3/2,

la desigualtat queda demostrada. Pel cas general, introduim aquesta notacio:
{yi} és la familia de llagcos a R/A donats per la projeccié de rectes del pla
paralleles al vector de longitud minima A.

Suposem ara que g és una metrica arbitraria a T. Per la classificacié de
superficies de Riemann de genere 1, sabem que g és conformement equivalent
a una metrica plana:

g = fgo, f:7T-R, go Mmétrica planaaT.
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Podem suposar sense perdre generalitat que
1

fdgo=1 1 Area(T,g) = Area(T, do). (1)
.

Sigui yr [CTluna corba de les definides abans, que satisfaci
1 L L1
fdgo = irt]f f dgo

Yt Yt
Llavors (1) implica que
[ (|
fdgo<  1dgo = longy, (yr).- )
Yt Yt

Usant Cauchy-Schwartz deduim:
th— 1 O [T 1

longg (Y<)? = , fdgo <= yfdgo , 1dgo < (longg, (Y1))?.

Per tant,
sys(T,g) = sys(T,do)-
Combinant-ho amb (1) deduim la desigualtat del cas pla. O

Els anys seixanta, Accola i Blatter van estendre el teorema de Loewner a
génere arbitrari:

2 Teorema (Accola, Blatter) Per a tot h = 1 existeix una constant Cp, tal que
si (Z,g) és una superficie de génere h es té

Area(Z,q) = Cn - sys(Z, 9)2.

Pero la constant obtinguda per Accola i Blatter satisfa C,, - 0, en contra del
que hom esperaria (al cap i a la fi, una superficie de génere h s’obté enganxant
h copies del tor). Gromov va millorar substancialment el resultat d’Accola i
Blatter, demostrant el teorema seguent (vegeu [6, 9]).

3 Teorema (Gromov) Per a tot h = 1 existeix una constant CthaI que si (Z,9)
és una superficie de génere h es té

Area(z,g) = C/ sys(Z, 9)?.

A més a més,
h
Cl= ——— (@ +0(1)).
h 4Iogzh( @)

Buser i Sarnak [2] van demostrar que I'ordre de magnitud de Ctho es pot
millorar.
Gromov va estendre el resultat a dimensié arbitraria [6]:
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4 Teorema (Gromov) Si (M, g) és una varietat tancada i esférica de dimensio
n, es satisfa
Vol(M, g) = Cn sys(M, g)",

on C, només depén de n.
Per a demostrar el teorema, Gromov usa l'aplicacié

M I L2(M)
p L[—H(p ),

ond:MxM - R és la funcié distancia entre punts induida per la métrica

riemanniana. La desigualtat triangular implica que 1 és una isometria. Llavors
Gromov defineix

FillRad(M, g) = inf{ [t ([{M] s’anutla a H ca(MER) 3,
on
(M)E {F LT (M) | dieguy(F, 1(M)) < 3]
Aquest invariant sembla encara més dificil de calcular que la sistole. Pero
Gromov demostra:
* sys(M, g) < 6FillRad(M, g),
* Vol(M, g) = CFillRad(M, g)".

La segona desigualtat és la més complicada. Gromov la dedueix generalitzant
arguments usats per Federer i Fleming per a demostrar certes desigualtats
isoperimétriques.

Per acabar, observem que la hipotesi d’esfericitat al teorema 4 no es pot
eliminar. Si considerem la varietat M = S* x S2 amb la métrica g; % g, on g1
és una meétrica a S de longitud 1 i g» és la métrica rodona a S2 reescalada
a volum A > 0, quan fem A - O la desigualtat sistolica no se satisfa per cap
constant independent de A.

3 Grups de creixement polinomial

Sigui G un grup generat per y = {Y1,...,Yk} Gl Tot element g [Gles pot
escriure combinant elements de y en una paraula

g =yi'21yi'22...yipr'.
Anomenem la suma |p1]| + - - - + |pr]| la longitud de la paraula. Definim
[gl,F inf{longitud de les paraules que representen g}.

Si yt= {ylz,'. . ,yﬁ» és un altre conjunt de generadors, existeix una constant
C >0 tal que per atotg [Gles té

C™t [glyk< [glyk C [ghyd 3)
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Per a tot r = 1 sigui
Br(G)={g LGl @lyk=r}.

Es diu que G té creixement polinomial si existeixen nombres positius C, d tals
que peratotr =1esté

[B4(G) <Cr9.

Es diu que G té creixement exponencial si existeix una constant C > 1 tal que
[BJ(G)=C"

per a tot r =. Les cotes (3) demostren que aquestes nocions sén independents
del conjunt de generadors triats. Aquestes nocions també sén estables per pas
a subgrups d’index finit.

Intuitivament, que un grup G tingui creixement polinomial diu que hi ha
moltes relacions entre els seus elements. Per exemple: els grups nilpotents (en
particular, els abelians) tenen creixement polinomial.

Recordem alguns conceptes basics de teoria de grups. Sigui G un grup
qualsevol. Es defineix la série central descendent de G recursivament d’aquesta
manera:

Go =G, Gj+1 =1[G,G;] j=0.

Es diu que G és nilpotent si existeix un j tal que Gj = {1}. Es defineix la serie
derivada de G recursivament d’aquesta manera:

Do =G, Dj+1 =[Dj,Dj] j=0.

Es diu que G és resoluble si existeix un j tal que Dj = {1}. Es tenen aquestes
implicacions:

abelia (1 nilpotent (1 resoluble.

Finalment, es diu que G és virtualment nilpotent (resp. resoluble) si G té un
subgrup nilpotent (resp. resoluble) d’'index finit.

Milnor [13] i Wolf [15] van demostrar que un grup resoluble G té creixement
polinomial si i només si és nilpotent, i en cas contrari té creixement exponencial.
Tits [14] va demostrar que per a tot subgrup finitament generat G d’un grup de
Lie connex es té I'alternativa seglient: o bé G conté un subgrup lliure generat
per dos elements, o bé G és virtualment resoluble. Combinant aquests resultats
deduim:

5 Teorema Sigui G un subgrup finitament generat d’un grup de Lie connex. Si
G té creixement polinomial, aleshores G és virtualment nilpotent.

A l'article [5] Gromov demostra el teorema seguent.

6 Teorema (Gromov) Qualsevol grup G amb creixement polinomial és virtual-
ment nilpotent.
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Gromov aconsegueix reduir el cas general al de subgrups de grups de Lie
connexos usant un argument magic.

= Associa al grup G un espai métric X = (G, d), on d(g1,92) = [g1g5* [
(perqué d sigui una distancia cal suposar que y conté I'invers de qualsevol
dels seus elements).

* Sigui A (@, o) i X; = (G, Ad). Llavors Gromov demostra que existeix un
espai metric Xg = (Xo, dop) tal que

1. X); - Xo en el sentit de Gromov-Hausdor [,-dn Aj és una successio
adequada de nombres reals positius que convergeixen a 0O,

2. Isom(Xp) actua transitivament a Xp,

3. Xp és compacte, connex, localment connex i té dimensié de Hausdor [
finita.

= Aplicant un corollari de la solucié de Gleason-Montgomery-Zippin del
cinqué problema de Hilbert, Gromov dedueix que Isom(Xg) és un grup de
Lie amb un nombre finit de components connexos.

« Finalment, usant propietats basiques de la convergencia de Gromov-—
Hausdor [_Gromov construeix morfismes G - Isom(Xp). Analitzant curo-
sament la possible imatge d’aquest morfisme i usant induccié sobre el
grau de creixement polinomial, en dedueix el teorema.

La idea d’associar a un grup G un espai meétric tal com hem especificat
apareix en una altra de les contribucions revolucionaries de Gromov a les
matematiques: la teoria dels grups hiperbolics (aquells que donen lloc a un
espai métric que, en un sentit adequat, té curvatura negativa). Vegeu-ne una
introduccio a [4]. La noci6é de convergéncia de Gromov-Hausdor [fdmbé ha
tingut un paper crucial, notablement a la geometria riemanniana. Per exemple,
a la recent demostracio de la conjectura de Poincaré deguda a Perelman I'estudi
de les possibles degeneracions d’una metrica sota el flux de Ricci quan hi ha
explosié en temps finit s’aborda estudiant el limit de les métriques en el sentit
de Gromov-Hausdor [_qlan el temps s’apropa al temps d’explosio. Per acabar
aquests comentaris, fem observar que l'article [5] és el primer que fa servir
com a eina la solucio del cinqué problema de Hilbert obtinguda per Gleason,
Montgomery i Zippin.

Recentment Kleiner [10] ha trobat una nova demostraci6 del resultat de
Gromov.

4 Geometria simpleéctica

Per a una introduccioé excellent a la geometria simpléctica el lector pot con-
sultar [12]. Com hem fet amb els altres temes, aqui ens limitarem a donar les
definicions imprescindibles per a poder enunciar els resultats. Sigui M una
varietat diferencial. Una forma simpléctica a M és una 2-forma w [CQF (M) que
satisfa dues propietats:
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= w és no degenerada: per atot p CMiu [CT)M existeix algun v CTIM
tal que w(u,v) #0,
* W és tancada: dw = 0.

Una varietat simpléctica és un parell (M, w), on M és una varietat diferencial i
w és una forma simpléectica a M.

Exemple (R?", wst = J;- =1 dX; [CdXj+n) és una varietat simpléctica.

Dues varietats simpléctiques (M, w) i (N, n) s6n simplectomorfes si existeix
un difeomorfisme £ : M - N tal que ™= w (llavors es diu que f és un
simplectomorfisme).

7 Lema (Darboux) Sigui (M, w) una varietat simpléctica qualsevol. Llavors tot
punt p té un entorn simplectomorf a un obert de (R?", wst).

El lema de Darboux ens diu que no hi ha invariants locals de varietats sim-
pléctiques, més enlla de la dimensido. Aixo fa pensar que la geometria simpléc-
tica és molt flexible. Els dos resultats seglients reforcen aquesta idea.

8 Lema Sigui (M, w) una varietat simpléctica connexa, sigui k un natural qual-
sevol, i siguin A = {a1,...,ak}, B = {b1,...,bk} dos conjunts qualssevol de
punts diferents de M. Llavors existeix un simplectomorfisme ¥ : M - M tal que
T(a;) = bj per atotj.

El segon resultat és un exemple de I'anomenat h-principi (que es pronuncia
usualment hac-principi), demostrat per Gromov a la seva tesi doctoral (vegeu el
teorema 10.3.2 de [3]).

9 Teorema (Gromov) Sigui M una varietat oberta. Considerem els subconjunts
segiients de Q?(M):

Qnodeg = {w QP (M) | w és no degenerada },

Llavors la inclusié Qsymp [Qlodeg €s UNa equivalencia homotopica.

Es diu que I'h-principi s’aplica a una estructura geomeétrica definida com-
binant condicions topologiques (0, més en general, condicions puntuals) amb
condicions diferencials (per exemple, que se satisfaci una certa EDP, o una desi-
gualtat en derivades parcials), si la inclusié de I’espai d’estructures que satisfan
les condicions topologiques i diferencials dins I’espai de les estructures que
satisfan les condicions topologiques és una equivaléncia homotopica. En el cas
de les formes simpléctiques la condicié topologica és la no degeneracio, mentre
que la condicio diferencial és demanar que la forma sigui tancada. Gromov
va demostrar que se satisfa I’h-principi en moltes situacions geometriques
diferents: el problema d’existencia de formes simpléectiques, el d'immersions
(aix0 havia estat demostrat previament per Hirsch, que va estendre treballs
de Smale), el d’embeddings isométrics (I'existéncia dels quals esta garantida
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pels resultats de Nash i Kuiper), i molts d’altres. El llibre [3] dona una excellent
introduccio a aquestes glestions.

El resultat seglient (teorema de nonsqueezing) va marcar l'inici d’'una auten-
tica revolucié en el camp de la geometria simpléctica (vegeu [7] o teorema 9.3.1
a [11]).

10 Teorema (Gromov) Siguin r,R > 0 nombres reals, n un nombre natural, i
siguin

M, = {x [RF""?||x| <r},

Nr = {(y,2z) [RF xR*" | ly| <R}.

Prenem a M., Ngr les formes simpléctiques wu, on que resulten de restringir
la forma wst a R?"*2 via les inclusions naturals My, Ng [CRA"*2, Suposem que
existeix un embedding simpléctic ¥ : My -~ Ng (és a dir, T Fedy = o). Aleshores

r <R.

Aquest teorema permet demostrar el resultat segiient (vegeu el capitol 12
de [12]):

11 Teorema (Eliashberg, Hofer) Sigui (M, w) una varietat simpléctica com-
pacta, i sigui ¥ : M - M un difeomorfisme. Suposem que existeixen simplecto-
morfismes fj : M - M que convergeixen a ¥ en norma CO. Aleshores f és un
simplectomorfisme.

En altres paraules, el grup de simplectomorfismes de (M, w), vist com un
subgrup del grup de difeomorfismes, és tancat en la topologia C° (observem
que si fem servir la topologia C* en lloc de la C° llavors el resultat és obvi).
Amb aquest resultat Gromov va demostrar que la geometria simpleéctica, tot i
ser molt flexible, es comporta de manera rigida en algunes situacions.

La demostracio del teorema de nonsqueezing segueix aquests passos:

< Primerament es defineix una estructura quasicomplexa compatible en
una varietat simpléctica (M, w) com un endomorfisme J CCF(M;TM)

tal que J%2 = —Idyy i tal que w(-,J-) és una métrica riemanniana a M.
L’estructura quasicomplexa estandard a R?¥, definida com
0 0 0 0 .
Jses - Jstn— =—3 1=j=k

an an+j '

és compatible amb I’'estructura simplectica estandard cs;.

* Siguin My, Nr com a l’enunciat del teorema, i sigui ¥ : My - Nr un
embedding. Sigui J I'estructura quasicomplexa estandard a My, i sigui
J1 una estructura quasicomplexa a Nrg que coincideixi amb fJg; fora
d’un entorn molt petit de 0f (M, ). Gromov demostra que existeix disc J1
holomorf propi a Ng, és a dir, una aplicaci6 propia

s:D - Mg
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tal que

0s 0s
ay Jl(S)&

(aqui D denota una bola oberta de radi 1 dins R? i (x,y) son les coorde-
nades canoniques a R?). A més, podem suposar que I'aplicacio s satisfa
aquestes dues propietats:

1. sf] és un generador de Hy(Mg, 0MR),

2. la imatge de s conté la imatge del centre de M, : ¥(0) [s(D).

El teorema de Stokes i el fet que sfP] sigui un generador impliquen que
1
stddy = RZ.
D
Finalment, si D= s~ (F(M,)), llavors
sHflos: DML Mg

és una aplicacio holomorfa propia que conté el centre de la bola M,
a la seva imatge. En aquesta situacio es pot demostrar la desigualtat
seguent (que porta el nom de propietat de monotonicitat de les aplicacions
holomorfes): |

Y "y =nr2.
Dl:l

Combinant les dues integrals, i tenint en compte que f "ady és positiu a
tot arreu, obtenim r = R.

El pas més enginyds de la demostracio és que existeix el discs : D - Ng.

Gromov ho aconsegueix usant el métode de continuitat, prenent un cami
d’estructures quasicomplexes compatibles J¢, on Jg és Js¢ restringida a Nr (per
la qual I'existencia de discos és obvia). La part més dificil és la demostracio
que el conjunt de t per al qual existeix un disc és tancat. Aixo es dedueix d’un
estudi detallat de les possibles degeneracions de discos holomorfs.
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